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Universidade de Aveiro ﬁ Departamento de Matematica

Matrizes

1. Considere as matrizes

1 -2 1 2
A=11 0], B=|3 4|, C’:[_Ol ;] D:[(l) _01 g}
2 3 5 6
Calcule
(a) A+ B; (b) DT — 24; (c) AD; (d) DA; (e) ACD; () %(12 — (DA)Q)
2. Considere as matrizes
1 0
1 01 1 1 1
T A PO ) R R

Calcule o produto das matrizes A, B,C e D, considerando estas matrizes ordenadas de forma adequada.

3. Indique, justificando, se as afirmagoes seguintes sao verdadeiras ou falsas.
(a) Se A e B sao matrizes de ordem n, entdo (A + B)? = A? + 2AB + B?.
(b) Se A e B sdo matrizes de ordem n, entao (AB)? = A%2B2.
(¢) Se A, B, C sao matrizes tais que A+ C = B+ C, entao A = B.
(d) Se A, B, C sao matrizes tais que AB = AC, entdo A = O (matriz nula) ou B = C.
)

(e) Se A é uma matriz de ordem n tal que AAT = O, entdao A = O (sendo O a matriz nula de ordem

(f) Para k € Ny,

o0 01" ut o 0
0 po _ |0 b

: . .0 : ) .0
0 -+ 0 fin o --- 0 Mﬁ

4. Seja A uma matriz quadrada. Mostre que A + AT é uma matriz simétrica. O que pode afirmar sobre a
matriz A — AT?

5. Indique quais das seguintes matrizes sdo matrizes na forma escalonada por linhas:

3 45 0
L oo 0 0 2 1 L0 00 . 10 14 25 10
i [3 3 3|; ii ; iii. {0 0 0 O] iv.
00 1 0 0 0 5 000 5 0o 2 2 1
0 0 0O

Determine matrizes equivalentes por linhas as matrizes dadas que estejam:

(a) na forma escalonada por linhas;

(b) na forma escalonada por linhas reduzida.
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6. Resolva, quando possivel, os seguintes sistemas usando o método de eliminagdo de Gauss (ou Gauss-

Jordan).

(a) { 3m171:v2 =4

21’1751'2:1
x1 + 2173:0
(C) —x1 +(E2+3£C3: 2
200 — X0+ x3 =2

4$1+3$2+2£L’3:1
(e) 1 +3x9+5z3=1
3x1 +6x2 4+ 923 =2

2561 —3I2: 4
(b) £B173$2:1
I +3£U2: 2

1’172$2+213:4
(d) —21’1+ T2 + I3 = ].
1 —dxo+ Txg= —1

3$1+ 41’2 — 5%3 + 7%4 =0
(£) 2x1 — 3x9 + 323 — 224 =0
4x1 4+ 11xg — 1323+ 1624 =0
Tx1— 2x9 + 3 + 324 =0

7. Determine, para cada sistema, os valores de « para os quais o sistema

r+(a-1ly+az=a—2

(a) {O‘“yzl- (b) (a—1)y=1

r+ay=1"

i. nao tem solugao; ii. tem exatamente uma solugao; iii. tem uma infinidade de solugoes.

8. Considere o sistema de equagoes

az=oa—3

x4+ Py+62=0

Brx+y+2z=0
vty + = p
(a) Discuta o sistema em funcao de S.
(b) Considere 8 = —1 e seja A a matriz dos coeficientes do sistema. Determine o espago nulo de A,
N(A).
9. Considere o sistema de equacoes lineares
r—y—z= a
r+y+z= a,
r—by+z= -=b

onde a e b sao parametros reais.

(a) Determine os valores de a e b para os quais o sistema é:

i. possivel e determinado; ii. impossivel.

(b) Sabendo que (1,—1,1) é uma solugao do sistema, determine o conjunto de todas as solugoes.

10. Considere o sistema de equacoes lineares

2x1 + 4x9 = 16
br1 — 210 =4
31 +axrs =9
4x1 + bxyg = —7

Determine a e b de forma a que o sistema seja possivel e determine o conjunto de solugoes nesse caso.

11. Seja A uma matriz qualquer. Se B é uma coluna de A, mostre que o sistema AX = B é possivel e

indique uma solugao.

ua ﬁ dmat
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Posicao relativa de retas e planos

12.

13.

14.

Considere os sistemas do exercicio 6-(c,d,e). Suponha que cada sistema contém as equagdes cartesianas
de uma reta r e a equagao geral de um plano P. Em cada alinea, determine a posigao relativa da reta r
e do plano P. Descreva a intersegao de r com P.

Considere os planos P e P, de equacoes x + y + 2z = 3 e axr + 2y + 4z = b, respectivamente, com
a,b € R. Discuta a posicao relativa dos planos P e P, ; em fungao dos parametros reais a e b.

Considere a reta r definida por x = 2y + z = 1 e a familia de retas s, ; de equacgao vetorial
(x7y7z) = (a707 ]‘)—’_a(O? 27 b)? « 6 R?

com a,b € R. Determine as equagoes cartesianas de s, ;. Discuta a posicao relativa das retas r e sqp,
em funcao dos parametros a e b.

Matriz Inversa

15.

16.

17.

18.

19.

Considere as matrizes

By e[

17 —6
{35 12] ’ b

o 3
0 3|°
(a) Mostre que C = ADB.

(b) Verifique se B é a matriz inversa de A.

(c) Calcule C%, usando as alineas anteriores.

(d) Resolva a equagao matricial AX D = B, relativamente & matriz X.

Averigue se as seguintes matrizes sdo invertiveis (ndo singulares) e, em caso afirmativo, determine a
respectiva inversa:

3 2 L1l 0 2 -1 g g i g
<a>[ }; o1 ©[1 1 ] @
-6 —4 0 0 1 I 4 4 4 5
5 5 5 5
1 2 -1
Considere a matriz M = | 2 1 0
1 —4 2

(a) Verifique que M satisfaz a equagao M3 —4M? — I3 = 0.

)
(b) Prove, sem calcular o seu valor, que M ~2 = M — 413.
c¢) Calcule M~ pela equagao da alinea anterior e verifique o resultado obtido.
Calcule M~ pel ao da alf i ifi Itado obtid
)

(a) Seja A uma matriz n x n qualquer. Suponhamos que existe um nimero natural k tal que A* = O
(matriz nula n x n). Mostre que I,, — A é invertivel e que

(In_A)71=In+A—|—A2+...+Ak*1.

1 -1 0
(b) Usando o exercicio anterior, calcule a inversa da matriz M = [0 1 —1].
0 0 1
Considerando as matrizes
1 01 11 0 2 1
A=|1 1 1|, B=|01 0|, C=13 1], D:B‘fﬂ, E:[ig},
0 0 1 1 2 =2 0 1

resolva as seguintes equagoes matriciais relativamente a matriz X:
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(@) (BHTX) " al=r,
(b) (CTDTX)" = E.
20. Sabendo que
Al[—ll ﬂ ¢ BB —01}’
determine a matriz M que satisfaz a equagdo matricial AMA = B.

21. Considere o sistema de equagoes lineares

dx+y+3z=1
3zr+y+32=0.
Sr+y+4z=1

(a) Mostre que a matriz dos coeficientes do sistema é invertivel e calcule a sua inversa.
(b) Justifique que o sistema é possivel e determinado. Indique a sua solucao.

Algumas aplicacgoes

22. Considere o circuito eléctrico representado na figura seguinte:

— AW

Ry

Va G_) Ry R

VB

O

constituido por dois geradores de tensao V4 =7V e Vg =5V e trés resisténcias Ry = 10k, Ry = 5 k(2
e R3 = 15kQ. Determine a intensidade das correntes que passam pelas trés resisténcias.

Observagao: Para resolver o exercicio é preciso aplicar as Leis de Kirchhoff:
e (lei dos nds) a soma das correntes que entram num né é igual a soma das correntes que dele saem
(ou seja, um né nao acumula carga);

e (lei das malhas) a soma da diferenga de potencial eléctrico ao longo de qualquer caminho fechado

malha) é nula.

A diregao escolhida para percorrer a malha determina o cédlculo das diferencas de potencial consoante as
seguintes convengoes:

——o0 ——O
Va G) V=-Vy Va G) V=V4 R V =RI R V =—RI
¥ L I 1

e Num gerador de tensao, a diferenga de potencial eléctrico medida do polo positivo para o polo
negativo € positiva; caso contrario é negativa.

e Numa resisténcia R percorrida por uma corrente I, a diferenga de potencial eléctrico, medida com
o0 mesmo sentido que a corrente, é dada pela Lei de Ohm, isto é, V' = RI; caso contrario, V = —RI.
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23. Uma companhia aérea serve quatro cidades, C, Cy, C3 e Cy, cujas ligagoes podem ser representadas por
um grafo orientado:

@ e existem voos de C; para Cy e Cs;

e cxistem voos de Cs para Cp e Cy;

@ @ e existem voos de C3 para C e Cy;
@ e cxistem voos de Cy para Cs e C3.

(a) Escreva a matriz A = [a;j]4x4, chamada a matriz de adjacéncia associada ao grafo, tal que

1, se existe um voo de C; para Cj,

i = ‘ (.
0, caso contrario.

. () (r) , s - . . ~ .
(b) A matriz A" = [aij ] é tal que a;;” representa o numero de itinerdrios diferentes de ligacao da cidade

C; a cidade Cj utilizando r voos. Determine quantos itinerarios diferentes existem para irmos da
cidade C}y para a cidade C; utilizando:

i. apenas um voo; ii. dois voos; iii. trés voos.

Para cada uma das alineas anteriores, determine explicitamente todos os itinerarios.
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2 0 -2 5 -2 -1 —4 10 -3 1 -6 0 0
1. (a) |4 4|;(b) [-3 0 ];(c) |0 =1 0 ];(d) { 5 4}; e) {1 1 2];(f) [_3 _3}
79 -4 —4 3 -2 6 8 2 16

2. ADBC = [_52] ou BADC = m

3. (a) Falsa (b) Falsa (c) Verdadeira; (d) Falsa; (¢) Verdadeira; (f) Verdadeira.
1 00 1 0 0 0
5. ii. eiv. (a) 1. [0 3 3|;ii. |0 0O O 5.
0 0 1 0 0 0 O
4
1 0 0 (1] 8 (1) 8 1 0 0 0 10 L 3
(b) i |0 1 Of; ii diii. {0 0 0 1];iv. 1o 1o
00 1 00 01 0000 01 1 3
0 0 0 O
6. (a) z1 = —2, 2o = —10; (b) impossivel; (c) 21 = —4, z2 = —8, x3 = 2; (d) impossivel; (e) z; = {,

Ty=3 =2, x5 =t t€R; (f) oy = 2ty — Pto, wo = 1281 — 22y, w3 = t1, T4 = ta, t1, 12 € R;

7.(a) i a=-1, i aeR\{-1,1},ii. a=1; (b) i ac{0,1} ii a cR\{0,1}

impossivel se 8 =1;
8. (a) O sistema é { possivel e indeterminado de grau um se 8 = —1;
possivel e determinado se #£1ef#—1.

(b) N(A) ={(2,0,2): z e R}
9.(a) i.aeRebeR\{-1}; ii. acR\{l}eb=—1.(b) {(1,—-2,2): z € R}.
10. a=1,b= -5, {(2,3)}.

11. Se B é a coluna i de A, entdao X = [0---1---0]7 com 1 na linha i e as restantes entradas nulas é uma
solucgao.
12. (¢) A reta r e o plano P séo concorrentes. Intersetam-se no ponto (—4, —8,2);
(d) A reta r e o plano P sao paralelos. A intersegdo é o conjunto vazio.
(e) A reta r estd contida no plano P. A intersecdo é r = {(z1,x2,23) € R®: @y = ¢, 33 = § —2¢, 23 =

t, t € R}, isto é, r = {(z1,72,73) € R®: (w1, 22,23) = (0, %70) +1(1,-2,1), t € R}.

13. P e P, sao coincidentes se a = 2 e b = 6; estritamente paralelos se a = 2 e b # 6; concorrentes se a # 2

ebeR.
14. Equacoes cartesianas de s, p: 2 = a, by —22 = —2. Asretas r e s, sao coincidentes se a =1 e b = —4;
estritamente paralelas se a # 1 e b = —4; concorrentes se a = 1 e b # —4; enviesadas se a # 1 e b # —4.
3197 —1266
5 _ 513 _
15. (¢) C°>=AD’B = [7385 _2922}
1 -1 0 131 _11 _12 (1) 8
16. (a) Matriz singular{b) |0 1 —1|;(c) [2 2 1|;(d)
0 1 -2 1
0 O 1 3 4 2 4
0 1 -z
2 0 1
17. (c) M~ =M(M —4I)= |-4 1 =2|.
-7 2 =3
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0 1 0

18. (a) (In+A+ A2+ 4 AU, -A)=1,-A"=1,. (b) M=I—-Acom A= |0 0 1], sendo
0 0 0

10 0 Tl 4
19. (a) X=BTA'= 0 1 1 [;(b) X=(EDC)™) :{ }
0 4
00 —2
31
20.M_[_1 _3}
1 —1 0
21.(a) |3 1 -3|.(b)az=1y=0z2=—L
-2 1 1

22. I} = 600 pA (esquerda—direita), Io = 200 uA e I3 = 400 pA (cima—baixo).

23. (1) 0 itinerarios; (ii) 2: C4—Cy—Cp, Cy—C3—0Ch; (iii) 1: C4—Cy—C3— (1.
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